
3 Àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ

3.1 Ââåäåíèå

Ìíîãèå çàäà÷è íàóêè è òåõíèêè ñâÿçàíû ñ ïðîöåññàìèX(t), êîòîðûå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñîâîêóïíîñòè èçìåðåíèé xt íà íåêîòîðîì
èíòåðâàëå âðåìåíè. Çíà÷åíèÿ ïðîöåññà xt â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t

ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Òàêèå ïðîöåññû íàçûâàþò âðåìåííûìè
ðÿäàìè.

Âðåìåííûì ðÿäîì íàçîâåì (äèíàìè÷åñêèì ðÿäîì) íàçîâåì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íàáëþäåíèé íåêîòîðîãî ïðèçíàêà (ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû)
X â ïîñëåäîâàòåëüíûå (êàê ïðàâèëî, ðàâíîîòñòîÿùèå) ìîìåíòû âðåìå-
íè t. Îòäåëüíûå íàáëþäåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðîâíÿìè ðÿäà, îáîçíà÷èì èõ
xt (t = 1, 2, ..., n), ãäå n � ÷èñëî óðîâíåé. Ðàíüøå âàðèàöèîííûé ðÿä x1,
x2, ..., xn ðàññìàòðèâàëñÿ êàê îäíà èç ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
X, âðåìåííîé ðÿä x1, x2, ..., xn ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíó èç ðå-
àëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t). Îäíàêî, èìååòñÿ ïðèíöèïèàëüíîå
ðàçëè÷èå ìåæäó âðåìåííûì ðÿäîì xt (t = 1, 2, ..., n) è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ íàáëþäåíèé x1, x2, ..., xn, îáðàçóþùèõ ñëó÷àéíóþ âûáîðêó. Â
îòëè÷èå îò ýëåìåíòîâ âûáîðêè ÷ëåíû âðåìåííîãî ðÿäà, êàê ïðàâèëî, íå
ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè.

Ïðèìåðîì âðåìåííîãî ðÿäà ìîæåò ñëóæèòü ïåðåìåííàÿ xt, ïîëó-
÷åííàÿ ïðè íàëîæåíèè ñëó÷àéíûõ ôëóêòóàöèé íà äåòåðìèíèðîâàííóþ
(íåñëó÷àéíóþ) ñîñòàâëÿþùóþ, êîòîðóþ íàçûâàþò òðåíäîì âðåìåííîãî
ðÿäà.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èçìåðåíèÿ ìîãóò ðåãèñòðèðîâàòüñÿ (ïî êðàé-
íåé ìåðå, òåîðåòè÷åñêè) íåïðåðûâíî, ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿ-
äû íàçûâàþò íåïðåðûâíûìè. Åñëè âðåìåííîé ïàðàìåòð t ÿâëÿåòñÿ äèñ-
êðåòíûì, ìû èìååì äèñêðåòíûå âðåìåííûå ðÿäû.

Äëÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ìîäåëèðîâà-
íèå èõ ñòðóêòóðû ñ äàëüíåéøèì ïðèìåíåíèåì ìîäåëè äëÿ ýêñòðàïîëÿ-
öèè èëè ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Ïðè èññëåäîâàíèè âðåìåííûõ ðÿäîâ íåîáõî-
äèì ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä èç-çà îøèáîê èçìåðåíèé è ñëó÷àéíûõ ôëóê-
òóàöèé, ñâîéñòâåííûõ ïðàêòè÷åñêè ëþáîé íàáëþäàåìîé ñèñòåìå, îòíî-
ñèòñÿ ëè îíà ê ìåäèöèíå, áèîëîãèè, îêðóæàþùåé ñðåäå èëè òåõíèêå.
Âàæíîé ñîñòàâëÿþ- ùåé ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ àíàëèçà âðåìåííûõ
ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ îöåíêà òðåíäà, êîòîðûé, ïðè íàëè÷èè èíôîðìàöèè îá
åãî âèäå, ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ïðè ïîìîùè êîìïîíåíò, ÿâëÿþùèõñÿ äå-
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òåðìèíèðîâàííûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Îòìåòèì, ÷òî ýêñïåðèìåíòû, â
êî- òîðûõ îñóùåñòâëÿþòñÿ íàáëþäåíèÿ, êàê ïðàâèëî, íå ÿâëÿþòñÿ íåçà-
âèñèìûìè, è ïîñëåäîâàòåëüíûå îøèáêè ìîäåëè äîëæíû, âîîáùå ãîâîðÿ,
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñòàòèñòè÷åñêè ñâÿçàííûå. Îáû÷íîé ïðàêòèêîé ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî âðåìåííîé ðÿä íàáëþäàåòñÿ â ðàâíîîòñòîÿ-
ùèå äðóã îò äðóãà ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, ..., tn è ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûå
îøèáêè ìîäåëè îáðàçóþò ñòàöèîíàðíûé âðåìåííîé ðÿä, âåðîÿòíîñòíûå
ñâîéñòâà êîòîðîãî íå èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè.

Âðåìåííîé ðÿä xt (t = 1, 2, ..., n) íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ñòàöèîíàðíûì,
åñëè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé n íàáëþäåíèé x1, x2, ...,
xn òàêîå æå, êàê è n íàáëþäåíèé x1+τ , x2+τ , ..., xn+τ ïðè ëþáûõ n, t

è τ . Òî åñòü, ñâîéñòâà ñòðîãî ñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ (çàêîí
ðàñïðåäåëåíèÿ è ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè) íå çàâèñÿò îò t. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ìîãóò áûòü îöåíåíû ïî
íàáëþäåíèÿì xt (t = 1, 2, ..., n) êàê ìû ýòî äåëàëè ðàíåå ÷åðåç X̄ è S̄2.

Ìîäåëüþ íåêîòîðûõ íåñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ ñëóæàò ïðî-
öåññû âèäà yt = µ(t) + xt ãäå äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ µ(t) çàâèñèò
ëèøü îò t, à xt � ñòàöèîíàðíûé âðåìåííîé ðÿä ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Äå-
òåðìèíèðîâàííàÿ êîìïîíåíòà µ(t) õàðàêòåðèçóåò òåíäåíöèþ èçìåíåíèÿ
âðåìåííîãî ðÿäà yt â ñðåäíåì ñî âðåìåíåì, ò.å. åãî òðåíä, à ñëàãàåìîå xt

îïðåäåëÿåò ñëó÷àéíûå íå çàâèñÿùèå îò t îøèáêè ìîäåëè è ñòðóêòóðó
èõ çàâèñèìîñòè.

3.2 Ñãëàæèâàíèå âðåìåííîãî ðÿäà

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, îäíîé èç çàäà÷ òåîðèè âðåìåííûõ ðÿäîâ
ÿâëÿåòñÿ îöåíèâàíèå òðåíäà âðåìåííîãî ðÿäà xt � íåñëó÷àéíîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé µ(t) ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé x1, x2, ..., xn åãî îòðåçêà äëè-
íû n. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìî âûáðàòü âèä ôóíêöèè µ(t).
Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

1. Ëèíåéíàÿ: µ(t) = a0 + a1t.
2. Ïîëèíîìèàëüíàÿ: µ(t) = a0 + a1t+ a2t

2 + ...+ art
r.

3. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ: µ(t) = ea0+a1t.
4. Ëîãèñòè÷åñêàÿ: µ(t) = a0

1+a1e−a2t .
Îöåíèâàíèå òðåíäà âðåìåííîãî ðÿäà ìîæíî îñóùåñòâèòü ïðè ïîìî-

ùè îïåðàöèè ñãëàæèâàíèÿ, öåëüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ óìåíüøåíèå äèñ-
ïåðñèè âðåìåííîãî ðÿäà xt, à, ïî ñóùåñòâó, àìïëèòóäû ñëó÷àéíûõ ôëóê-
òóàöèé âîêðóã åãî äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùåé.
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Íàïðèìåð, äëÿ ñãëàæèâàíèÿ ìîæíî âûáðàòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ
µ(t) = β̂0+β̂1t, ãäå β̂0 è β̂1 âû÷èñëÿåòñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.





β̂1 =

n∑

i=1

(xi − X̄)(yi − Ȳ )

n∑

i=1

(xi − X̄)2
,

β̂0 = Ȳ − β̂1X̄.

(53)

Ëèáî, íàïðèìåð, ìîæíî âûáðàòü êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ µ(t) =

β̂0 + β̂1t+ β̂2t
2 äëÿ êîòîðîé ÌÍÊ äà¼ò





β2 =
SxxSxxy − SxxxSxy

SxxSxxxx − S2
xxx − S3

xx

n

,

β1 =
Sxy − β2Sxxx

Sxx
− 2β2X̄,

β0 = Ȳ − β1X̄ − β2X̄2,

(54)

ãäå

X̄2 = 1
n

∑n
i=1 x

2
i , Sxx =

n∑

i=1

(xi − X̄)2, Sxxx =
n∑

i=1

(xi − X̄)3,

Sxxxx =
n∑

i=1

(xi − X̄)4, Sxy =
n∑

i=1

(xi − X̄)(yi − Ȳ ),

Sxxy =
n∑

i=1

(xi − X̄)2(yi − Ȳ ).

(55)

Äðóãèì ìåòîäîì âûðàâíèâàíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ èëè åãî ÷àñòíûé ñëó÷àåì � ìåòîä

ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî. Ïðè ëþáîì èñïîëüçîâàííîì ìåòîäå ñãëàæèâàíèÿ
èññëåäîâàòåëü ðàññ÷èòûâàåò, ÷òî ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ñãëàæèâàíèÿ
íîâûé âðåìåííîé ðÿä yt áóäåò èìåòü áîëåå ÷åòêî âûðàæåííûé òðåíä,
ìàëî îòëè÷àþùèéñÿ îò òðåíäà ïåðâîíà÷àëüíîãî ðÿäà xt è, ñëåäîâàòåëü-
íî, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîãóùèé åãî çàìåíèòü. Ïðèâåäåì ôîðìóëó
äëÿ ìåòîäà ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî ïî òðåì òî÷êàì:

yt =
1

3
(xt−1 + xt + xt+1), (56)

ãäå 2 ≤ t ≤ n − 1. Ýòîò ìåòîä ñãëàæèâàíèÿ îñòàâëÿåò ëèíåéíûé òðåíä
âðåìåííîãî ðÿäà xt áåç èçìåíåíèÿ è, âîîáùå ãîâîðÿ, óìåíüøàþò åãî
äèñïåðñèþ.
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ñãëàæèâàíèè, êàê ïðàâèëî, ïðîèñõîäèò
íåêîòîðàÿ ïîòåðÿ èíôîðìàöèè. Òàê, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ñêîëü-
çÿùåãî ñðåäíåãî ïî òð¼ì òî÷êàì îòðåçîê ñãëàæåííîãî ðÿäà áóäåò ñîäåð-
æàòü n− 2 ýëåìåíòà âìåñòî n.

Çíàíèå òðåíäà µ(t) âðåìåííîãî ðÿäà ïîçâîëÿåò ñ èçâåñòíîé ñòåïåíüþ
íàäåæíîñòè è òî÷íîñòè ïðîãíîçèðîâàòü åãî çíà÷åíèÿ. Ïðåäïîëîæèòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ ðÿäà äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè τ , âûõîäÿùèõ çà ãðàíèöó
ïðîâåäåííûõ íàáëþäåíèé, ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè µ(t) Ïðè ýòîì âàæíî ïî-
íèìàòü, ÷òî îöåíêè ïîäîáíîãî ñîðòà ïðåäïîëàãàþò òî, ÷òî îñíîâíàÿ òåí-
äåíöèÿ èçìåíåíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà â òå÷åíèå èíòåðâàëà âðåìåíè ìåæäó
ìîìåíòîì íàáëþäåíèÿ è ìîìåíòîì âðåìåíè, äëÿ êîòîðîãî îöåíèâàåòñÿ
çíà÷åíèå âðåìåííîãî ðÿäà, ñîõðàíÿåòñÿ. Êðîìå òîãî, íàäî èìåòü â âèäó,
÷òî òî÷íîñòü ïðîãíîçà, êàê ïðàâèëî, ñíèæàåòñÿ ñ ðîñòîì ýòîãî èíòåð-
âàëà.
Ïðèìåð 3.7. Òðåáóåòñÿ äàòü ïðîãíîç îáúåìà ïðîèçâîäñòâà â 2009 ã., ïðèìåíÿÿ ñãëà-

æèâàíèå âðåìåííîãî ðÿäà ñ ïîìîùüþ êàê ëèíåéíîé, òàê è êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè.

Ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ: ŷi(x) = 5.28xi + 8.84. Ïðîãíîç ŷi(2009) = 24.15. Êâàäðà-

Ãîä 1960 1970 1980 1990 2000 2009

Ìëí. ò. 1.6 2.1 5.4 12.1 23.0 ?

òè÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ: ŷi(x) = 1.73x2
i +5.28xi +5.38. Ïðîãíîç ŷi(2009) = 35.23. Ïðè

ýòîì, èç ãðàôèêà íà ðèñóíêå 7 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðîãíîç ïî êâàäðàòè÷íîé

àïïðîêñèìàöèè òî÷íåå ëèíåéíîãî.

Ðèñ. 7.: Ëèíåéíûé è êâàäðàòè÷íûé òðåíäû
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3.3 Õîä âûïîëíåíèÿ ðàáîòû

Íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python äëÿ çàäàííûõ äàííûõ:

1. Äëÿ ïîëó÷åííîãî âðåìåííîãî ðÿäà ïîëó÷èòü ïðîãíîç, ïðèìåíÿÿ
âûÿâëåíèå òðåíäà âðåìåííîãî ðÿäà ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðà-
òîâ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé è êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè.

2. Íà îäíîì ãðàôèêå ïîñòðîèòü èçîáðàæåíèå ðÿäà, à òàêæå ëèíåé-
íîãî è êâàäðàòè÷íîãî òðåíäîâ.

3. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîòû ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü áàçîâûå âû-
÷èñëèòåëüíûå îïåðàöèè áèáëèîòåê numpy èëè math, òàêèå êàê
ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, äåëåíèå è ò.ä.
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