
2 Ðåãðåññèîííûé àíàëèç

2.1 Ââåäåíèå

×àñòî ðåçóëüòàò èñïûòàíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ íå îäíîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíîé, à íåñêîëüêèìè � ñèñòåìîé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2,..., Xn,
êîòîðóþ íàçûâàþò n-ìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Êàæäîìó ýëåìåí-
òàðíîìó ñîáûòèþ ω ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
x1, x2, ..., xn, êîòîðûå ïðèíÿëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, ..., Xn â
ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, ..., Xn ìîãóò áûòü
êàê äèñêðåòíûìè, òàê è íåïðåðûâíûìè. Â ýòîé ðàáîòå áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü äâóìåðíûå äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (X,Y ). Ãåîìåòðè-
÷åñêè ðåàëèçàöèþ äâóìåðíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ìîæíî èçîáðàçèòü
ñëó÷àéíîé òî÷êîé A(x, y) (èëè ñëó÷àéíûì âåêòîðîì (x, y) íà ïëîñêîñòè)
ïðè ýòîì X è Y íàçîâåì êîìïîíåíòàìè äâóìåðíîãî âåêòîðà (X,Y ).

Ïîëíûì îïèñàíèåì äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (X,Y ) ÿâëÿåòñÿ
çàêîí åå ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû (X,Y ) êîíå÷íî, òàêîé çàêîí ìîæåò áûòü çàäàí â ôîðìå
òàáëèöû, ñîäåðæàùåé âñå âîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ çíà÷åíèé êàæäîé èç
îäíîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ êîìïîíåíò X è Y è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåðî-
ÿòíîñòè.

Ïóñòü äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y ïîëó÷àþò ñâîè çíà-
÷åíèÿ â ðåçóëüòàòå îäíîãî è òîãî æå ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà, è ïðè-
íèìàþò çíà÷åíèÿ x1, x2, ..., xm è y1, y2, ..., yn, ñîîòâåòñòâåííî, ãäå m

è n íåêîòîðûå öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Äëÿ 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n

îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòè Pij , ïîëîæèâ

Pij = P (X = xi, Y = yj), (27)

ãäå Pij ðàâíî âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ñîáûòèÿ Y = xi è Y = yj ïðîèçîéäóò
îäíîâðåìåííî. Ðàâåíñòâî (27) çàäàåò ñîâìåñòíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ
ïàðû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y , èëè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíî-
ãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Y ). Ýòîò çàêîí çàïèøåì â âèäå ñëåäóþùåé
Òàáëèöû 3, â êîòîðîé

P (xi) =

n∑

j=1

Pij , P (yj) =

m∑

i=1

Pij , (28)

ò.å. P (xi) ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé, ðàñïîëîæåííûõ â i-é ñòðîêå, à
P (yj) ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé èç j-ãî ñòîëáöà.
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Òàáëèöà 3.: Ñîâìåñòíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ (X, Y )

XY y1 y2 ... yj ... yn Px

x1 P11 P12 ... P1j ... P1m P (x1)
x2 P21 P22 ... P2j ... P2m P (x2)
... ... ... ... ... ... ... ...
xi Pi1 Pi2 ... Pij ... Pim P (xi)
... ... ... ... ... ... ... ...
xm Pm1 Pm2 ... Pmj ... Pnm P (xm)
Py P (y1) P (y2) ... P (yj) ... P (yn) 1

Ñ ó÷åòîì íåñîâìåñòíîñòè ñîáûòèé {X = xi, Y = yj} ñóììà âåðîÿò-
íîñòåé

m∑

i=1

n∑

j=1

Pij =

m∑

i=1

P (xi) =

n∑

j=1

P (yj) = 1. (29)

Òàêæå äëÿ äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ââåñòè óñëîâíûå âåðîÿò-
íîñòè.

P (Y = yj |X = xi) =
P (Y = yj , X = xi)

P (xi)
=

Pij

P (xi)
,

P (X = xi|Y = yj) =
P (Y = yj , X = xi)

P (yj)
=

Pij

P (yj)
.

(30)

Ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (X,Y ) ìîæ-
íî ãîâîðèòü î ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèÿõ îòäåëüíûõ êîìïîíåíò E(X)

è E(Y ), è îá èõ äèñïåðñèÿõD(X) èD(Y ). Îäíàêî çíàíèå õàðàêòåðèñòèê
èçîëèðîâàííûõ êîìïîíåíò íå ïîçâîëÿåò äåëàòü âûâîäû î ñóùåñòâîâà-
íèè ñòàòèñòè÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó ýòèìè êîìïîíåíòàìè è î õàðàêòåðå
ýòîé ñâÿçè. Ïðè èçó÷åíèè ìíîãîìåðíûõ âåëè÷èí äîïîëíèòåëüíî ïðè-
âëåêàþò òàêèå õàðàêòåðèñòèêè, êàê êîâàðèàöèÿ è êîýôôèöèåíò êîððå-
ëÿöèè. Êîâàðèàöèÿ ìåæäó X è Y îïðåäåëÿåòñÿ êàê

cov(X,Y ) = E ((X − E(X)(Y − E(Y ))) = E(XY )− E(X)E(Y ) =

=
m∑

i=1

n∑

j=1

(xi − E(X))(yj − E(Y ))Pij .

(31)
Êîâàðèàöèîííûé ìîìåíò õàðàêòåðèçóåò ëèíåéíóþ ñâÿçü ìåæäó ðàñ-
ñìàòðèâàåìûìè âåëè÷èíàìè. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y ñòàòè-
ñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, ò.å. Pij = P (xi)P (yj), òî êîâàðèàöèÿ cov(X,Y ).
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Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì

ρ(X,Y ) =
cov(X,Y )

σxσy
. (32)

Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíîé õàðàêòåðèñòèêîé,
êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ìåðû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí, ïðè÷åì. Î÷åâèäíî, ÷òî |ρ| ≤ 1, ïðè ýòîì, ÷åì åãî ìî-
äóëü áëèæå ê åäèíèöå, òåì, âîîáùå ãîâîðÿ, òåñíåå ëèíåéíàÿ çàâèñè-
ìîñòü ìåæäó âåëè÷èíàìè. Åñëè |ρ| = 1, òî Y = β0 + β1X, ãäå β0 è β1 �
íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.

2.2 Ôóíêöèÿ ðåãðåññèè

Ôóíêöèåé ðåãðåññèè (èëè ïðîñòî ðåãðåññèåé) Y íà X íàçûâàåòñÿ
óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíÿëà çíà÷åíèå x, ò.å.

Ŷ = φY (x) = E(Y |X = xi) =
n∑

j=1

yjp(yj |xi) =
n∑

j=1

yj
Pij

P (xi)
. (33)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåãðåññèÿ Y íà X îáëàäàåò îïòèìàëüíûì
ñâîéñòâîì. Îíà, êàê ôóíêöèÿ X , íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèæàåò ñëó-
÷àéíóþ âåëè÷èíó Y â ñìûñëå ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî, ò.å. äèñïåðñèÿ

E
(
(Y − Ŷ )2

)
ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, êîãäà Ŷ = φY (x).

2.3 Ëèíåéíàÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ðåãðåññèÿ

Ïóñòü äâóìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (X,Y ) è å¼ çàêîí ðàñïðåäå-
ëåíèÿ çàäàíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X è Y ñâÿçàíû ëèíåéíî êàê

yi = β0 + β1xi + ϵi, (34)

ãäå ϵi ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðè÷¼ì E(ϵi|xi) = 0. Íàéä¼ì òàêóþ ëèíåé-
íóþ ôóíêöèþ

Ŷ = β0 + β1X, (35)

êîòîðàÿ ìèíèìèçèóåò îòêëîíåíèå Ŷ îò Y ïî ñðåäíåìó êâàäðàòó îøèáêè:

Q(β0, β1) = E
(
(Y − Ŷ )2

)
= E

(
(Y − β0 − β1X)2

)
=

= E(Y 2) + β2
0 + β2

1E(X2)− 2β0E(Y )− 2β1E(XY ) + 2β0β1E(X).
(36)
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Äëÿ ïîèñêà ìèíèìóìà Q(β0, β1) íàéä¼ì å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïðè-
ðàâíÿåì ê íóëþ:





∂Q

β0
= 2β0 − 2E(Y ) + 2β1E(X) = 0.

∂Q

β1
= 2β1E(X2)− 2E(XY ) + 2β0E(X) = 0.

(37)

Îòêóäà ïîëó÷àåì,




β1 =
E(XY )− E(X)E(Y )

E(X2)− (E(X))2
=

cov(X,Y )

D(X)
= ρ(X,Y )

σy

σx
,

β0 = E(Y )− β1E(X) = E(Y )− ρ(X,Y )
σy

σx
E(X).

(38)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå ëèíåéíîé ðåãðåññèè ìîæåò áûòü çàïèñàíî
êàê

Ŷ = E(Y ) + ρ(X,Y )
σy

σx
(X − E(X)). (39)

Àíàëîãè÷íî
X̂ = E(X) + ρ(X,Y )

σx

σy
(Y − E(Y )). (40)

Ïðèìåð 2.4. Ïî çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Y ) íàé-

y = 3 y = 5 P (xi)

x = 2 0.3 0.1 0.4

x = 3 0.4 0.4 0.6

P (yj) 0.7 0.5 1

òè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðåãðåññèè è ôóíêöèè ëèíåéíîé ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ðåãðåñ-

ñèè.

Íàéä¼ì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðåãðåññèè ñîãëàñíî (33). Ïîëó÷èì E(Y |x = 2) = 3.5,

E(Y |x = 3) = 3.67. Òåïåðü íàéä¼ì ôóíêöèþ ëèíåéíîé ðåãðåññèè (35). Ïîëó÷èì

E(X) = 2.6, E(Y ) = 3.6, σx = 0.4899, σy = 0.9165, cov(X,Y ) = 0.04, β0 = 3.167,

β1 = 0.167. Òàêèì îáðàçîì, ŷi(x) = 0.167x+3.167, ïðè÷åì ŷi(2) = 3.5, ŷi(2) = 3.67, ò.å.

ôóíêöèÿ ðåãðåññèè è ôóíêöèÿ ëèíåéíîé ðåãðåñèè ñîâïàäàþò, ò.å. â äàííîì ñëó÷àå

äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ Y ïî X äîñòàòî÷íî ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè.

2.4 Ïîñòðîåíèå âûáîðî÷íîé ëèíèè ðåãðåññèè

Íà ïðàêòèêå, êàê ïðàâèëî, èññëåäîâàòåëü èìååò ëèøü ñëó÷àéíóþ
âûáîðêó ïàð çíà÷åíèé (x1, y1), (x2, y2), ... (xn, yn) îãðàíè÷åííîãî îáú-
åìà n â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êàæäàÿ ïàðà èìååò îäèí è òîò æå çàêîí
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ðàñïðåäåëåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëó÷àéíîé âûáîðêîé îáúåìà n ìîæ-
íî ñ÷èòàòü âåëè÷èíû (xi, yi), 1 ≤ i ≤ n, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå n

íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâûõ ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå
ðå÷ü ìîæåò èäòè îá îöåíêå ôóíêöèè ðåãðåññèè ïî âûáîðêå. Íàèëó÷øåé
îöåíêîé (â ñìûñëå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ) ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íîå
óðàâíåíèå ðåãðåññèè Y íà X:

ŷ = ϕ(x, β0, β1, β2, ..., βm). (41)

Â ñëó÷àå àíàëèçà âûáîðîê ïàð çíà÷åíèé, íàðÿäó ñ âûáîðî÷íûìè
ñðåäíèìè X̄, Ȳ è èñïðàâëåííûìè âûáîðî÷íûìè äèñïåðñèÿìè S̄2

x, S̄
2
y

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y , ñîîòâåòñòâåííî, èñïîëüçóåòñÿ íåñìåùåííàÿ
îöåíêà êîâàðèàöèè cov(X,Y ), âû÷èñëÿåìàÿ êàê

lXY =
1

n− 1

n∑

i=1

(xi − X̄)(yi − Ȳ ), (42)

è ñîîòâåòñòâóþùèé åé âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

r̄ =
lXY√
S̄2
xS̄

2
y

. (43)

Ñóùåñòâåííîñòü âûáîðî÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè, ò.å. êîãäà
|r̄| ≈ 1 ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü íà òî, ÷òî çàâèñèìîñòü ìåæäó âåëè÷è-
íàìè X è Y áëèçêà ê ëèíåéíîé. Ïîñëåäíåå âîçìîæíî òàêæå âèçóàëüíî
îöåíèòü ïî âèäó êîððåëÿöèîíîãî ïîëÿ òî÷åê {(xi, yi)}, ò.å. äàåò îñíîâà-
íèå ðàññ÷èòûâàòü íà òî, ÷òî òåîðåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ðåãðåññèè èìååò
âèä

E(Y |X = x) = β0 + β1x+ ϵi. (44)

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî êîýôôèöèåíòû β0, β1 íåèçâåñòíû (òàê êàê íåèçâåñò-
íà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ), ìû èñïîëüçóåì èõ ñîîòâåòñòâóþùèå îöåí-
êè β̂0 è β̂1, ÷òî äà¼ò íàì ñëåäóþùóþ âûáîðî÷íóþ ëèíåéíóþ ðåãðåññèþ

Ŷ = β̂0 + β̂1X, (45)

ãäå ïóò¼ì ìèíèìèçàöèè ñðåäíåãî êâàäðàòà îøèáêè ïîëó÷èì, ÷òî




β̂1 =

n∑

i=1

(xi − X̄)(yi − Ȳ )

n∑

i=1

(xi − X̄)2
= lXY

Syy

Sxx
,

β̂0 = Ȳ − β̂1X̄ = Ȳ − lXY
Syy

Sxx
X̄,

(46)

24



ãäå S2
xx =

n∑

i=1

(xi − X̄)2, Syy =
n∑

i=1

(yi − Ȳ )2.

Òàêèì îáðàçîì, âûáîðî÷íîå óðàâíåíèå ïðÿìîé ñðåäíåé êâàäðàòè÷-
íîé ðåãðåññèè Y íà X èìååò âèä

ŷi = Ȳ + r̄
Syy

Sxx
(xi − X̄). (47)

Ïðè áîëüøîì ÷èñëå íàáëþäåíèé îäíî è òî æå çíà÷åíèå x ìîæåò
âñòðåòèòüñÿ nx ðàç, îäíî è òî æå çíà÷åíèå y � ny ðàç, à îäíà è òà æå
ïàðà ÷èñåë (x, y) ìîæåò íàáëþäàòüñÿ nxy ðàç. Ïîýòîìó äàííûå íàáëþ-
äåíèé ãðóïïèðóþò, ò. å. ïîäñ÷èòûâàþò ÷àñòîòû nx, ny è nxy è âñå ñãðóï-
ïèðîâàííûå äàííûå ñâîäÿò â êîððåëÿöèîííóþ òàáëèöó (ñì. Òàáëèöó 4).

Òàáëèöà 4.: Êîððåëÿöèîííàÿ òàáëèöà (X, Y )

XY y1 y2 ... yj ... yn nx

x1 n11 n12 ... n1j ... n1m n(x1)
x2 n21 n22 ... n2j ... n2m n(x2)
... ... ... ... ... ... ... ...
xi ni1 ni2 ... nij ... nim n(xi)
... ... ... ... ... ... ... ...
xm nm1 nm2 ... nmj ... nnm n(xm)
ny n(y1) n(y2) ... n(yj) ... n(yn) n

Â îáùåì ñëó÷àå, x1, x2, ..., xm â Òàáëèöå 4 � ñåðåäèíû èíòåðâàëîâ
ãðóïïèðîâêè ïî X, à y1, y2, ..., yk � ñåðåäèíû èíòåðâàëîâ ãðóïïèðîâêè
ïî Y , nij � ÷èñëî òî÷åê âûáîðêè, ïîïàâøèõ â ïðÿìîóãîëüíèê ñ öåíòðîì
(xi, yj). Êàê ïðàâèëî, ãðóïïèðîâêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ðàâíûì øàãîì hx

ïî x è ðàâíûì øàãîì hy ïî y.
Ïî Òàáëèöå 4 òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü âûáîðî÷íûé àíàëîã ôóíê-

öèè ðåãðåññèè

E(Y |X = x) ≈ Ȳ (xi) =
k∑

j=1

yj
nij

n(xi)
. (48)

Ïðèìåð 2.5. Îïðåäåëèòü âûáîðî÷íûå àíàëîãè ôóíêöèè ðåãðåññèè è óðàâíåíèÿ

ïðÿìîé ñðåäíåé êâàäðàòè÷íîé ðåãðåññèè Y íà X äëÿ ñëåäóþùåé êîððåëÿöèîííîé

òàáëèöû. Ïîñòðîèì âûáîðî÷íîå óðàâíåíèå ïðÿìîé ñðåäíåé êâàäðàòè÷íîé ðåãðåññèè

Y íà X. Ïîëó÷èì X̄ = 24.24,Ȳ = 79.47, r̄ = 0.7901, S2
xx = 7.62, S2

yy = 15.10. Èç

÷åãî ñëåäóåò, ÷òî âûáîðî÷íàÿ ïðÿìàÿ ðåãðåññèè çàäà¼òñÿ êàê ŷi = 1.11xi + 52.52.
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(yi, xi) 18 22 26 30 ny

70 5 5

75 7 46 1 54

80 29 72 101

85 29 8 37

90 3 3

nx 12 75 102 11 200

xi 18 22 26 30

ŷi 72.54 76.98 81.43 85.88

Ȳ (xi) 72.92 76.93 81.37 86.36

Âûáî÷íóþ ôóíêöèþ ðåãðåññèè âû÷èñëèì â ñîîòâåòñòâèè ñ (48) äëÿ çíà÷åíèé X =

{18, 22, 26, 30}. Ïîëó÷èì ñëåäóùèå çíà÷åíèÿ:

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, çíà÷åíèÿ, âû÷èñëåííûå ïî óðàâíåíèþ âûáîðî÷íîé ðåãðåñ-

ñèè è ïî ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ.

2.5 Ïðèâåäåíèå ê ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ), èñïîëüçóåìûé äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ êîýôôèöèåíòîâ β̂0 è β̂1 ëèíåéíîé ìîäåëè:

ŷi = β̂0 + β̂1xi (49)

ìîæíî èñïîëüçîâàòü è â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà çàâèñèìîñòü
ìåæäó Y è X íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé. Íàïðèìåð, çàâèñèìîñòü

z = a · ebt (50)

ìîæíî ïðîëîãàðèôìèðîâàòü, ïîëó÷èâ

ln z = ln a+ bt, (51)

è ñâåñòè ê ëèíåéíîé, åñëè âûïîëíèòü ñëåäóþùóþ çàìåíó:





y = ln z,

x = t,

β0 = ln a,

β1 = b.

(52)

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ β0 è β1 ìîæíî âåðíóòüñÿ îáðàòíî, ê èñõîäíîé çàâè-
ìîñòè, ïîëó÷èâ ïàðàìåòðû a è b.
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Àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ ìîæíî âûïîëíèòü, åñëè ïðåäïîëàãàåìàÿ çà-
âèñèìîñòü èìååò âèä z = a · tb. Åñëè çàâèñèìîñòü z = 1

a·t+b , òî ñíà÷àëà
íåîáõîäèìî âûïîëíèòü çàìåíó y = 1

z . Åñëè æå çàâèñèìîñòü z = t
a·t+b ,

òî ñíà÷àëà íåîáõîäèìî âûïîëíèòü çàìåíó y = 1
z , à çàòåì çàìåíó x = 1

t .
Ïðèìåð 2.6. Ïóñòü äàííûå ñ íåêîòîðûõ èçìåðåíèé ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñëåäóþùåé

òàáëèöû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàâèñèìîñòü èìååò õàðàêòåð z = a · ebt. Òîãäà ñíà÷àëà

t -1 0 2 3 5

z 1.8 2 2.4 2.7 3.3

ln z 0.588 0.693 0.876 0.993 1.194

âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ln z. Ïðèìåíÿÿ ÌÍÊ, ïîëó÷èì β̂0 = 0.6876, β̂1 = 0.1006. Òåïåðü,

ñ ó÷åòîì (52) ïîëó÷èì a = 1.989, b = 0.101, ò.å. èñêîìàÿ çàâèñèìîñòü z = 1.989·e0.101t.

2.6 Õîä âûïîëíåíèÿ ðàáîòû

Íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python äëÿ çàäàííûõ äàííûõ:

1. Ïî çàäàííîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ (X,Y ) ñðàâíèòü ôóíêöèþ
ðåãðåññèè è ôóíêöèþ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè.

2. Äëÿ çàäàííîé êîððåëÿöèîííîé òàáëèöû îïðåäåëèòü âûáîðî÷íûå
àíàëîãè ôóíêöèè ðåãðåññèè è óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ñðåäíåé êâàäðà-
òè÷íîé ðåãðåññèè Y íà X.

3. Äëÿ çàäàííûõ äàííûõ îïðåäåëèòü, êàêàÿ èç çàâèñèìîñòåé ëó÷øå
âñåãî îïèñûâàåò äàííûå. Âàðèàíòû çàâèñèìîñòåé: y = ax + b,
z = a · ebt, z = a · tb, z = 1

a·t+b è z = t
a·t+b .

4. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîòû ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü áàçîâûå âû-
÷èñëèòåëüíûå îïåðàöèè áèáëèîòåê numpy èëè math, òàêèå êàê
ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, äåëåíèå è ò.ä.
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