
1 Ãèñòîãðàììà. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû.

1.1 Ââåäåíèå

Âñÿêîå êàêèì-òî îáðàçîì âûäåëåííîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, êîòîðûå
ìîãóò îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà çíà÷åíèåì íåêîòîðîé îïðåäåëåííîé õà-
ðàêòåðèñòèêè (ïðèçíàêà) X, íàçûâàåòñÿ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ.
Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ïîíÿòèå ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè òðàê-
òóåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìûñëèìûõ íàáëþäåíèé, êîòîðûå ìîãóò

áûòü ïðîèçâåäåíû ïðè äàííîì ðåàëüíîì êîìïëåêñå óñëîâèé, è â ýòîì
ñìûñëå åãî íå íàäî ñìåøèâàòü ñ ðåàëüíûìè ñîâîêóïíîñòÿìè, ïîäëåæà-
ùèìè ñòàòèñòè÷åñêîìó èçó÷åíèþ. Ïîíÿòèå ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè
àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. ×èñëî ýëåìåíòîâ ãåíå-
ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè íàçûâàåòñÿ å¼ îáúåìîì.

×àñòü ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè {X1, X2, ..., Xn}, ñëó÷àéíûì îáðà-
çîì îòîáðàííàÿ äëÿ íàáëþäåíèé, íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âûáîðêîé èëè,
äëÿ êðàòêîñòè, âûáîðêîé. Âûáîðêó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòî-
ðûé ýìïèðè÷åñêèé àíàëîã ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Ýëåìåíòû âûáîð-
êè ìîæíî ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûìè ñëó÷àé-
íûìè âåëè÷èíàìè Xi, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðîâåäåíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ îäíîé è òîé æå ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíîé X.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ëþáîé èç ýëåìåíòîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè
îáëàäàåò ðàâíîé âîçìîæíîñòüþ áûòü îòîáðàííûì â âûáîðêó. Ýëåìåí-
òû âûáîðêè ìîæíî ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Íà
ïðàêòèêå èññëåäîâàòåëü ðàáîòàåò ñ êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèåé âûáîðêè
{x1, x2, . . . , xn}, ãäå xi ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xi,
ðàñïðåäåëåíèå êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïðèçíàêà X. ×èñ-
ëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè n íàçûâàåòñÿ åå îáúåìîì, à êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ
ðåàëèçàöèè âûáîðêè xi � âàðèàíòàìè. Ðàñïîëîæèâ âàðèàíòû â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ, ïîëó÷èì âàðèàöèîííûé ðÿä.

1.2 Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå è âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ

Ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé íàä âûáîðêîé ìîæíî âû÷èñëèòü òî÷å÷-
íûå îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèçíàêà X. Äëÿ
íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ E(X) (ãåíåðàëüíîå ñðåäíåå)
âû÷èñëÿåòñÿ òî÷å÷íàÿ îöåíêà � âûáîðî÷íîå ñðåäíåå. Äëÿ íåèçâåñòíîé
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äèñïåðñèè D(X) (ãåíåðàëüíàÿ äèñïåðñèÿ) âû÷èñëÿåòñÿ òî÷å÷íàÿ îöåí-
êà � âûáîðî÷íàÿ èëè èñïðàâëåííàÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ýòè îöåíêè äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ðÿäó êðèòåðèåâ, îñíîâíûìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òðåáî-
âàíèÿ ñîñòîÿòåëüíîñòè è íåñìåùåííîñòè.

Òåîðåìà 1.1. Îöåíêà Θ̂n, âû÷èñëÿåìàÿ ïðè ïîìîùè âûáîðêè îáú¼-

ìîì n, íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà Θ, åñëè

lim
n→∞

P (|Θ̂n −Θ| > ϵ) = 0,

äëÿ ëþáîãî ϵ > 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ îöåíêè

îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìà-

ëîé, óâåëè÷èâàÿ îáúåì âûáîðêè.

Òåîðåìà 1.2. Îöåíêà Θ̂n íàçûâàåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåò-

ðà Θ, åñëè E(Θ̂n) = Θ ïðè ëþáîì n, ò.å. îòêëîíåíèå Θ̂n îò Θ íå

ñîäåðæèò ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå

X̄ =
1

n

n∑

i=1

xi, (1)

è èñïðàâëåííàÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ

S̄2
n =

1

n− 1

n∑

i=1

(xi − X̄)2, (2)

ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè è íåñìåùåííûìè îöåíêàìè E(X) è D(X),
ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî:

E

(
1

n

n∑

i=1

xi

)
=

1

n

n∑

i=1

E(xi) = E(X).

Òåïåðü ïîêàæåì íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ èñïðàâëåííîé âû-
áîðî÷íîé äèñïåðñèè S̄2

n. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè

S2
n =

1

n

n∑

i=1

(xi − X̄)2.
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Äëÿ óïðîùåíèÿ ââåäåì îáîçíà÷åíèå µ = E(x). Òîãäà

E(S2
n) = E

(
1

n

n∑

i=1

(xi − X̄)2

)
=

1

n
E

(
n∑

i=1

((xi − µ)− (X̄ − µ)2

)
=

=
1

n
E

(
n∑

i=1

((xi − µ)2 − 2(xi − µ)(X̄ − µ) + (X̄ − µ)2

)
=

1

n
E

(
n∑

i=1

(xi − µ)2

)
− 2E

(
(X̄ − µ)

1

n

n∑

i=1

(xi − µ)

)
+ E

(
1

n

n∑

i=1

(X̄ − µ)2

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû D(X) = σ2, ò.å.:

1

n
E

(
n∑

i=1

(xi − µ)2

)
= σ2,

à òàêæå
1

n

n∑

i=1

(xi − µ) =
1

n

n∑

i=1

xi −
1

n

n∑

i=1

µ = X̄ − µ,

è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî X̄ è µ � êîíñòàíòû, ñëàãàåìîå

1

n

n∑

i=1

(X̄ − µ)2 = (X̄ − µ)2.

Èñõîäÿ èç ýòîãî

E(S2
n) = σ2 − 2E((X̄ − µ)2) + E

(
(X̄ − µ)2

)
= σ2 − E

(
(X̄ − µ)2

)
.

Òàê êàê ìû âûøå äîêàçàëè, ÷òî E(X̄) = µ, òî ñëàãàåìîå E
(
(X̄ − µ)2

)

ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X̄, à òàêæå ïðåä-
ïîëàãàÿ, ÷òî âàðèàíòû âàðèàöèîííîãî ðÿäà âçàèìíî íåçàâèñèìû, ïîëó-
÷èì

E
(
(X̄ − µ)2

)
= D(X̄) = D

(
1

n

n∑

i=1

xi

)
=

1

n2
D

(
n∑

i=1

xi

)
=

1

n2

n∑

i=1

D(xi) =
1

n
σ2.

(3)
Òàêèì îáðàçîì,

E(S2
n) = σ2 − 1

n
σ2 =

n− 1

n
σ2.

Òàêèì îáðàçîì, âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ ñìåùåííîé (å¼ ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íå ðàâíî äèñïåðñèè), îäíàêî åñëè å¼ èñïðàâèòü
ïóò¼ì äîìíîæåíèÿ íà n

n−1 , òî ïîëó÷åííàÿ èñïðàâëåííàÿ âûáîðî÷íàÿ
äèñïåðñèÿ (2) ñòàíåò íåñìåùåííîé.
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1.3 Ãèñòîãðàììà îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò

Åñëè îáúåì âûáîðêè íåäîñòàòî÷íî âåëèê èëè èíòåðåñóþùèé íàñ
ïðèçíàê ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè X èìååò íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëå-
íèå, òî âàðèàíòû âàðèàöèîííîãî ðÿäà ãðóïïèðóþòñÿ â èíòåðâàëû. Òà-
êèì îáðàçîì ñòðîèòñÿ äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ èçó÷àåìîãî
ïðèçíàêà X, ò.í. ñòàòèñòè÷åñêèé èíòåðâàëüíûé ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òèïè÷íàÿ ïðîöåäóðà ãðóïïèðîâêè âûãëÿäèò òàê. Îòðåçîê [a, b], ñî-
äåðæàùèé âñå âàðèàíòû âàðèàöèîííîãî ðÿäà, äåëèòñÿ íà k èíòåðâàëîâ
Çàòåì íàõîäèòñÿ ÷àñòîòà, ò.å. êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé ni, ïîïàâøèõ â i-é
èíòåðâàë. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïîëàãàòü ni ðàâíûì ÷èñëó âàðè-
àíò, ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó [hi−1, hi), âàðèàíòû, ïîïàâøèå íà ïðà-
âóþ ãðàíèöó, ò.å. ðàâíûå hi, âêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùèé ïðîìåæóòîê ïðè
âñåõ i < k.

Îáû÷íî, hi−hi−1 = h ïðè âñåõ i, ò.å. ãðóïïèðîâêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ
øàãîì, ðàâíûì h. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Ñòåðäæåñà äëÿ âûáîðà
÷èñëà èíòåðâàëîâ ãðóïïèðîâêè

k = 1 + ⌊log2 n⌋ . (4)

Íàïðèìåð, åñëè îáúåì âûáîðêè n = 50, òî k = 7.
Äàëåå íàõîäèì íàèìåíüøèé m è íàèáîëüøèéM ýëåìåíòû âûáîðêè;

âû÷èñëÿåì ðàçìàõ âûáîðêè R = M −m, óñòàíàâëèâàåì ëåâóþ ãðàíèöó
èíòåðâàëà ãðóïïèðîâêè a = m, à øàã ãðóïïèðîâêè âû÷èñëÿåòñÿ êàê

h =
M − a

k
(5)

è îêðóãëÿåòñÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè â áîëüøóþ ñòîðîíó, ñîãëàñíî ðàçìåð-
íîñòè ýëåìåíòîâ âûáîðêè. Íàïðèìåð, åñëè âûáîðêà ñîñòîèò èç ÷èñåë
1.01, 1.03 è 3.18, òî øàã îêðóãëÿåòñÿ äî ñîòûõ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, èíòåð-
âàëû ãðóïïèðîâêè âû÷èñëÿþòñÿ êàê

hi = a+ i · h, i = 0, 1, ..., k, (6)

ò.å. ïðàâàÿ ãðàíèöà èíòåðâàëà ãðóïïèðîâêè b ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé a+kh.
Äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà ñ íîìåðîì i ìîæíî âû÷èñëèòü îòíîñèòåëü-

íóþ ÷àñòîòó wi = ni

n . Íàèáîëåå èíôîðìàòèâíîé ãðàôè÷åñêîé ôîðìîé
èíòåðâàëüíîãî ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãèñòîãðàììà îòíîñèòåëü-
íûõ ÷àñòîò (èëè ïðîñòî ãèñòîãðàììà), ñîñòîÿùàÿ èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ
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ñ îñíîâàíèÿìè (hi−1, hi), âûñîòà êîòîðûõ ðàâíà ïëîòíîñòè îòíîñè-

òåëüíûõ ÷àñòîò

ωi =
wi

hi − hi−1
. (7)

Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü êàæäîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà wi, à îáùàÿ
ñóììà ýòèõ ïëîùàäåé ðàâíà åäèíèöå.

Çàìåòèì, ÷òî ïëîùàäü òîé ÷àñòè ãèñòîãðàììû îòíîñèòåëüíûõ ÷à-
ñòîò, ÷òî ëåæèò ìåæäó hi è hm (i < m), ðàâíà îòíîñèòåëüíîìó ÷èñëó
âàðèàíò, ïîïàâøèõ â èíòåðâàë [hi, hm), è â ñîîòâåòñòâèè ñ ñòàòèñòè-
÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê
îöåíêà âåðîÿòíîñòè P (hi ≤ X < hm), ãäå X � ïðèçíàê ãåíåðàëüíîé
ñîâîêóïíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ îïðåäåëåííûìè îãîâîðêàìè, îáóñëîâ-
ëåííûìè äèñêðåòíîñòüþ ìîäåëè, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ãèñòîãðàììà
îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-
ñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

1.4 Còàòèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Êðîìå ñòàòèñòè÷åñêîãî èíòåðâàëüíîãî ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðèçíàê
X ìîæíî îïèñàòü ñòàòèñòè÷åñêîé (ýìïèðè÷åñêîé) ôóíêöèåé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ F̂n(x), êîòîðàÿ, â ðàìêàõ äèñêðåòíîé ìîäåëè, ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì
F (x) = P (X < x) � íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
ïðèçíàêà X.

Ñòàòèñòè÷åñêîé (ýìïèðè÷åñêîé) ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F̂ (x), ïî-
ñòðîåííîé ïî ñëó÷àéíîé âûáîðêå X1, X2, ..., Xn íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëü-
íàÿ ÷àñòîòà òîãî, ÷òî ïðèçíàê X ïðèìåò çíà÷åíèå ìåíüøåå çàäàííîãî
x. Äðóãèìè ñëîâàìè

F̂ (x) =
1

n

n∑

i=1

I(Xi, x), (8)

ãäå

I(Xi, x) =

{
1, åñëè Xi < x,

0, èíà÷å.
(9)

F̂ (x) � ñòóïåí÷àòàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ îò
0 äî 1.

Åñëè äàííûå ñãðóïïèðîâàíû â èíòåðâàëû [hi−1, hi), i = 1, ..., k c
îòíîñèòåëüíûìè ÷àñòîòàìè wi, òî íà êàæäîì èíòåðâàëå ôóíêöèÿ F̂n(x)
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îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàêîïëåííàÿ ñóììà îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò

F̂n(x) =





0, x < h0,

w1, h0 ≤ x < h1,

w1 + w2, h1 ≤ x < h2,
...
j∑

i=1

wi, hj−1 ≤ x < hj , j = 1, 2, ..., k.

w1 + w2 + · · ·+ wk = 1, x ≥ hk.

(10)

1.5 Âûáîðî÷íîå ñðåäíååå è âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ äëÿ
ñãðóïïèðîâàííûõ äàííûõ

Åñëè äàííûå ñãðóïïèðîâàíû ïðè ïîìîùè èíòåðâàëîâ, òî âûáîðî÷-
íîå ñðåäíåå âû÷èñëÿåòñÿ êàê

X̄ =
1

n

n∑

i=1

nix̄i =
n∑

i=1

wix̄i, (11)

ãäå x̄i � ñåðåäèíà èíòåðâàëà ñ íîìåðîì i, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ êàê

x̄i = hi + h/2. (12)

Ïðè ýòîì èñïðàâëåííàÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ âû÷èñëÿåòñÿ êàê

S̄2
n =

n

n− 1
S2
n, (13)

ãäå âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ S2 âû÷èñëÿåòñÿ êàê

S2
n =

1

n

n∑

i=1

nix̄
2
i − (X̄)2 =

n∑

i=1

wix̄
2
i − (X̄)2. (14)

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî çíà÷åíèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî è
âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè, âû÷èñëåííûå ïî ñãðóïïèðîâàííûì äàííûì ìî-
ãóò îòëè÷àòüñÿ (íàïðèìåð, èç-çà îêðóãëåíèé ïðè âû÷èñëåíèè äëèíû èí-
òåðâàëà h) îò çíà÷åíèé, ïîëó÷åííûõ ïî ôîðìóëàì (1) è (2).
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1.6 Ïðèìåð ãðóïïèðîâêè äàííûõ

Ðàññìîòðèì âàðèàöèîííûé ðÿä

x =

22 24 26 26 27 28 28 31 31 31

32 32 33 33 33 33 34 34 34 34

34 35 35 36 36 36 36 36 37 37

37 37 37 37 38 38 40 40 40 40

40 41 41 43 44 44 45 45 47 50

(15)

Îáúåì âûáîðêè n = 50, ïîýòîìó, ñîãëàñíî (4) êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ
k = 7. Äëèíà èíòåðâàëà ñîãëàñíî (5) äëÿ a = 22, M = 50 ðàâíà h = 4.
Ñ ó÷åòîì ýòîãî, ìîæíî ïîñòðîèòü òàáëèöó èíòåðâàëîâ ãðóïïèðîâêè êàê
ïîêàçàíî â Òàáëèöå 1. Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X̄ = 36, âûáîðî÷íàÿ äèñïåð-
ñèÿ S2 = 30.08, èñïðàâëåííàÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèè S̄2

n = 30.69. Ðè-
ñóíêè 1�2 ïîêàçûâàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ãèñòîãðàììó è ýìïèðè÷åñêóþ
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òàáëèöà 1.: Òàáëèöà èíòåðâàëîâ ãðóïïèðîâêè

i hi−1 hi x̄i ni wi F̂n(x) ωi

1 22 26 24 2 0.04 0.04 0.010
2 26 30 28 5 0.10 0.14 0.025
3 30 34 32 9 0.18 0.32 0.045
4 34 38 36 18 0.36 0.68 0.090
5 38 42 40 9 0.18 0.86 0.045
6 42 46 44 5 0.10 0.96 0.025
7 46 50 48 2 0.04 1.00 0.010
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Ðèñ. 2.: Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x)
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1.7 Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ãåíåðàëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ è ãåíåðàëüíîé äèñïåðñèè

Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X̄ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, çíà÷åíèå êî-
òîðîé çàâèñèò îò òîãî, êàêîé âàðèàöèîííûé ðÿä èç ãåíåðàëüíîé ñî-
âîêóïíîñòè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ. Êàê ìû óæå äîêàçàëè,
E(X̄) = µ. Îäíàêî â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ìîæåò áûòü íåîáõîäèìî
îïðåäåëèòü, â êàêîì èíòåðâàëå X̄ ± ϵγ áóäåò íàõîäèòüñÿ µ îòíîñèòåëü-
íî òåêóùåãî çíà÷åíèÿ X̄ ñ íåêîòîðîé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ γ.
Äàííûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà:

P (|X̄ − µ| < ϵγ) = γ.

Èç íåðàâåíñòâà Áåððè-Ýññååíà ñëåäóåò, ÷òî îòêëîíåíèå X̄ îò íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî 1√

n
, à äèñïåðñèÿ âûáîðî÷íîé

äèñïåðcèè äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ D(S̄2
n) =

2σ4

n−1 . Ïîýòîìó åñëè
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èññëåäóåìîå ðàñïðåäåëåíèå áëèçêî ê íîðìàëüíî-
ìó, òî ïðè n > 40 èñïîëüçóåòñÿ ýâðèñòèêà, ñîãëàñíî êîòîðîé ðàñïðå-
äåëåíèå X̄ ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü íîðìàëüíûì ñ ïàðàìåòðàìè

X̄ ≈ N
(
µ, σ2

n

)
, è σ2 ≈ S̄2

n. Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê âåëè÷èíå

Y =
µ− X̄

S̄n/
√
n
,

êîòîðàÿ Y ≈ N (0, 1). Äëÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íåîáõîäèìî íàéòè
òàêîå ϵγ , ÷òî P (−ϵγ ≤ Y ≤ ϵγ) = γ (ñì. ðèñóíîê 3). Òîãäà, ñ ó÷åòîì
ñèììåòðè÷íîñòè Φ(z), ò.å. Φ(−z) = 1− Φ(z), ïîëó÷èì

P (−ϵγ ≤ Y ≤ ϵγ) =

∫ ϵγ

−ϵγ

f(x)dx = Φ(ϵγ)− Φ (−ϵγ) = 2Φ (ϵγ)− 1 = γ,

îòêóäà

ϵγ = Φ−1

(
γ + 1

2

)
. (16)

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé âåëè÷èíå X̄, ïîëó÷èì

−ϵγ ≤ µ− X̄

S̄n/
√
n
≤ ϵγ ,

îòêóäà

−ϵγ S̄n√
n

+ X̄ ≤ µ ≤ ϵγ S̄n√
n

+ X̄, (17)
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Ðèñ. 3.: Âûáîð äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

÷òî ÿâëÿåòñÿ äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ µ c äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ γ.
Ïðèìåð 1.1. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, âû÷èñëèì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ãåíå-

ðàëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ âàðèàöèîííîãî ðÿäà (15) äëÿ äîâåðèòåëü-

íîé âåðîÿòíîñòè γ = 0.95. Ñîãëàñíî (16), ϵγ = 1.96. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî X̄ = 36 è

S̄2
n = 30.69, èç (16) ïîëó÷èì ÷òî µ ∈ [34.46, 37.54].

Åñëè n < 40 (ìàëàÿ âûáîðêà), òî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî X̄ ÿâ-
ëÿåòñÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñïðàâåäëèâî
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñàìè âåëè÷èíû xi ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî (ñóì-
ìà íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî). Êðîìå
ýòîãî, äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ äèñïåðñèåé âûáîðî÷íîé äèñïåðcèè äàæå äëÿ
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ D(S̄2

n) =
2σ4

n−1 íåëüçÿ ïðåíåáðåãàòü, ò.å. ìû
íå ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî σ2 ≈ S̄2

n.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðè ìàëîé âûáîðêå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ãå-

íåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî äëÿ íà-
õîæäåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî íóæíî
èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî âåëè÷èíà tk = Y èìååò t-ðàñïðåäåëåíèå
Ñòüþäåíòà ñ k = n− 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Îíî íå çàâèñèò îò íåèçâåñò-
íûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, à çàâèñèò òîëüêî
îò ÷èñëà k, è íàïîìèíàåò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, à ïðè k → ∞ ïðè-
áëèæàåòñÿ ê íåìó. Ñ ó÷åòîì ñèììåòðè÷íîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
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Ñòüþäåíòà F(T,k)(z), ò.å. F(T,k)(−z) = 1−F(T,k)(z), ïîëó÷èì

P (−ϵγ ≤ Y ≤ ϵγ) = F(T,k) (ϵγ)−F(T,k) (−ϵγ) = 2F(T,k) (ϵγ)− 1 = γ,

îòêóäà

ϵγ = F−1
(T,k)

(
γ + 1

2

)
. (18)

Ïðèìåð 1.2. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äëÿ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè γ = 0.95 âû-

÷èñëèì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ãåíåðàëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ

âàðèàöèîííîãî ðÿäà

x = {17.58, 18.86, 17.34, 16.39, 17.65, 18.54, 19.08, 18.75, 17.45, 15.63}. (19)

Ñîãëàñíî (18) ϵγ = 2.2622. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî X̄ = 17.73 è S̄2
n = 1.25, òî èç (16)

ïîëó÷èì ÷òî µ ∈ [16.93, 18.53].

Äëÿ ïîèñêà äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ ãåíåðàëüíîé äèñïåðñèè
ïðè ìàëîé âûáîðêå èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ òîò
ôàêò, ÷òî âåëè÷èíà

χ2 =
(n− 1)S̄2

n

σ2

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Õè-êâàäðàò ñî k = n − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Îñ-
íîâíîå îòëè÷èå îò íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è t-ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþ-
äåíòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Õè-êâàäðàò íå ÿâëÿåòñÿ
ñèììåòðè÷íûì (ñì. ðèñóíîê 4).

Ïîýòîìó ïîèñê äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà íåîáõîäèìî èñêàòü â âèäå

P (χ2
1 ≤ χ2 ≤ χ2

2) = γ,

ãäå χ2
1 ̸= −χ2

2. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, âûáèðàåì ãðàíèöû èíòåðâàëà χ2
1 è χ2

2 òàê,
÷òîáû P (χ2 ≥ χ2

2) = P (χ2 < χ2
1) =

1−γ
2 . Îòêóäà P (χ2 ≥ χ2

2) = 1−P (χ2 <

χ2
2) =

1+γ
2 . Ñ ó÷åòîì ýòîãî, ìû ñíà÷àëà âû÷èñëÿåì âåëè÷èíû

χ2
1 = F−1

(χ2,k)

(
1− γ

2

)
, χ2

2 = F−1
(χ2,k)

(
1 + γ

2

)
, (20)

ãäå F(.) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Õè-êâàäðàò. Òîãäà

χ2
1 ≤ (n− 1)S̄2

n

σ2
≤ χ2

2,

òîãäà äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ãåíåðàëüíîé äèñïåðñèè çàïèñûâàåò-
ñÿ êàê

(n− 1)S̄2
n

χ2
2

≤ σ2 ≤ (n− 1)S̄2
n

χ2
1

. (21)
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Ðèñ. 4.: Âûáîð äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Õè-êâàäðàò

Ïðèìåð 1.3. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äëÿ γ = 0.95 âû÷èñëèì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

äëÿ ãåíåðàëüíîé äèñïåðñèè âàðèàöèîííîãî ðÿäà (19). Ñîãëàñíî (20) ïîëó÷èì χ2
2 =

2.7004, χ2
2 = 19.023, Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî X̄ = 17.73 è S̄2

n = 1.25, òî èç (21) ïîëó÷èì

÷òî σ ∈ [0.59, 4.17].

1.8 Âèçóàëüíîå ñðàâíåíèå ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì

Îäíîé èç çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÿâëÿåòñÿ âèçóàëüíàÿ
ïðîâåðêà áëèçîñòè èçó÷àåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèçíàêà ãåíåðàëüíîé ñî-
âîêóïíîñòè ê íîðìàëüíîìó1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ïðèçíàê X ðàñïðåäåë¼í ïî
íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x) =
1

2πσ
e−

(x−µ)2

2σ2 , (22)

ãäå íåèçâåñòíûå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ çàìåíåíû íà èõ
ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè, ò.å. µ = X̄, σ = S̄. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãèñòî-
ãðàììû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî

1Îòìåòèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà ðàñïîëàãàåò áîëåå ôîð-
ìàëüíûìè ïðîöåäóðàìè ïðîâåðêè ãèïîòåçû î íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïðèçíàêà X ïî òàê íàçûâàåìûì êðèòåðèÿìè ñîãëàñèÿ, êîòîðûå
ðàññìàòðèâàþòñÿ â Ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå �4.
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âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàñïðåäåë¼ííàÿ ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà X íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå [a, b], a < b îïðåäåëÿåòñÿ êàê

P (a ≤ X ≤ b) = Φ

(
b− µ

σ

)
− Φ

(
a− µ

σ

)
, (23)

ãäå Φ(.) � ôóíêöèÿ Ëàïëàñà. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, äëÿ ïðèìåðà èç Òàáëèöû 1
ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ pi

h , ãäå

pi = P (hi−1 ≤ X ≤ hi) = Φ

(
hi − X̄

S̄

)
− Φ

(
hi−1 − X̄

S̄

)
. (24)

Ïðè ýòîì íóæíî ó÷åñòü, ÷òî íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëåíî íà
âñåì èíòåðâàëå çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ò.å. ÷òîáû ñóììà âåðî-
ÿòíîñòåé ïî âñåì èíòåðâàëàì áûëà ðàâíà åäèíèöå ìû òàêæå äîëæíû
äîáàâèòü äâà êðàéíèõ èíòåðâàëà [−∞, h1] è [hk,∞]. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
Φ(−∞) = 0 è Φ(∞) = 1 ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ êðàéíå ëåâîãî èíòåðâàëà

P (−∞ < X ≤ h1) = Φ

(
h1 − X̄

S̄

)
, (25)

à äëÿ êðàéíå ïðàâîãî èíòåðâàëà

P (hk ≤ X < ∞) = 1− Φ

(
hk − X̄

S̄

)
. (26)

Òàáëèöà 2.: Òàáëèöà èíòåðâàëîâ äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

i hi−1 hi Φ
(

hi−X̄
S̄

)
Φ
(

hi−1−X̄

S̄

)
pi

pi
h

1 -∞ 22 0.0058 0.0000 0.0058 0.0014
2 22 26 0.0355 0.0058 0.0298 0.0074
3 26 30 0.1394 0.0355 0.1039 0.0260
4 30 34 0.3591 0.1394 0.2196 0.0549
5 34 38 0.6409 0.3591 0.2819 0.0705
6 38 42 0.8606 0.6409 0.2196 0.0549
7 42 46 0.9645 0.8606 0.1039 0.0260
8 46 50 0.9942 0.9645 0.0298 0.0074
9 50 ∞ 1.0000 0.9942 0.0058 0.0014

Íà ðèñóíêå 5 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå ýìïèðè÷åñêîé ãèñòîãðàììû è ãè-
ñòîãðàììû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè µ = X̄, σ = S̄

16



äëÿ âàðèàöèîííîãî ðÿäà (15). Íà ðèñóíêå 5 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå ýìïè-
ðè÷åñêîé è ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìàëüíîé ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Êàê
ìîæíî îòìåòèòü, ðàñïðåäåëåíèå ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ ïîõîæå íà íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
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Ðèñ. 5.: Ñðàâíåíèå ãèñòîãðàì ýìïèðè÷åñêîãî è ñîîòâåòñòâóþùåãî íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ
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Ðèñ. 6.: Ñðàâíåíèå ýìïèðè÷åñêîé è ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìàëüíîé ôóíêöèé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ
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1.9 Õîä âûïîëíåíèÿ ðàáîòû

Íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python äëÿ çàäàííûõ äàííûõ:

1. Ïîñòðîèòü ãèñòîãðàììó îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò.

2. Ïîñòðîèòü ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

3. Âû÷èñëèòü âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ è èñ-
ïðàâëåííóþ âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ.

4. Âû÷èñëèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ãåíåðàëüíîãî ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ äîâåðèòåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé γ ∈
{0.9, 0.95, 0.99}. Äëÿ ïåðâûõ äåñÿòè ÷ëåíîâ âàðèàöèîííîãî ðÿäà
âû÷èñëèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ãåíåðàëüíîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ãåíåðàëüíîé äèñïåðàñèè äëÿ äîâåðèòåëüíûõ
âåðîÿòíîñòåé γ ∈ {0.9, 0.95, 0.99}.

5. Ñðàâíèòü âèçóàëüíî ïîëó÷åííûå ýìïèðè÷åñêèå ãèñòîãðàììó è
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íîðìàëüíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì.

6. Ñäåëàòü âûâîäû î âèçóàëüíîé ñõîæåñòè ýìïèðè÷åñêîãî è íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèé.

7. Â îò÷åòå äîëæíû áûòü ïðåäîñòàâëåíû àíàëîãè Òàáëèö 1�2 è Ðè-
ñóíêîâ 5�6.

8. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîòû ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü áàçîâûå âû-
÷èñëèòåëüíûå îïåðàöèè áèáëèîòåêè numpy, òàêèå êàê ñëîæåíèå,
âû÷èòàíèå, äåëåíèå è ò.ä. Ïðè ýòîì

(a) Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ëàïëàñà Φ(x) ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ îøèáêè erf(x) ÷åðåç ôóíêöèþ
math.erf(x). Ïðè ýòîì íóæíî ó÷åñòü, ÷òî

Φ(x) =
1

2

(
1 + erf

(
x√
2

))
.

(b) Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ëàïëàñà Φ−1(x) ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü îáðàòíóþ ôóíêöèþ îøèáêè erf−1(x) ÷åðåç
ôóíêöèþ math.er�nv(x). Ïðè ýòîì íóæíî ó÷åñòü, ÷òî

Φ−1(x) =
√
2erf−1 (2Φ(x)− 1) .

(c) F−1
(T,k)(x) âû÷èñëÿåòñÿ êàê scipy.stats.t.ppfr(x,k).

(d) F−1
(χ2,k)(x) âû÷èñëÿåòñÿ êàê scipy.stats.chi2.ppfr(x,k).
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